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COURBES ORTHOGONALES ET ISOTHERMES 



I. Proposons-nous de chercher si, parmi les familles de courbes 
qui divisent une surface en carrés infiniment petits, il s'en trouve 
dont les courbures géodésîques soient liées, dans toute l'élendue 
de la surface, par une relation constante. Soit (a, v) un tel sys- 
tème de coordonnées isothermes; on voit immédiatement que 
rélément linéaire de la surface aura, dans ce système de coordon- 
nées, la forme suivante 

^'^ ^^ = (Â77^rB7TG)i ' 

A, B, C étant trois fonctions d'un paramètre ^, qui est lui-même 
relié aux variables w, P', par la condition 

(2) A'a-f-B'p-^G' = o, . 

les accents désignant ici des dérivées. Les courbures géodésiques 
des lignes u = const., ^ = const., sont alors 

(3) ; - =-A, -^ =B. 

La courbure totale au point (w, (^) se calcule aisément et Ton 
trouve 

^^^ RiRs" • A"M-hH"p-4-C" ~' 

Unw. de Lille. Tome X, B.i 



2 DBMARTRES. 

formule qu'on peut rendre, si Ton veut, homogène par rapport à 
iieiv, en tenant compte de (2). 

Il existe alors sur la surface une famille de courbes qui pré- 
sentent un intérêt particulier : ce sont les lignes /=const. Leur 
équation différentielle est 

X'du-hB'dv =0; 

si donc on appelle î leur inclinaison sur les lignes (v'), on aura 
d'abord 

(5) A' cosi*-i- B' sin/ = o. 

De plus, leur courbure géodésique est donnée par la formule 

_^ I AA^-f-BB- 

9i /A'« -^ B'î 

On en conclut que e et p^ sont des fonctions de t] l'un et l'autre 
restent donc constants le long de la ligne considérée; donc : 

Les lignes ^ = const. sont des cercles géodésiques : chacun 
d^eux coupe sous un angle constant les lignes coordonnées. 

Pour que ces cercles géodésiques soient des lignes géodésiques 
il faut et il suffit que A-h- B^ soit con$tant, c'est-à-dire que la re- 
lation entre les courbures des lignes coordonnées soit de la forme 



\p«/ "*" Vpi'/ «* 



a étant une constante. 



II. Cas où la relation entre les courbures est linéaire. — 
Dans le cas où la relation est linéaire, on a 

B = wiA-f- n, 

m, n étant deux constantes; la condition (2) montre alors que t 
est une fonction de u + mv, en sorte que le ds- est de la forme 

, . du^ -4- dv^ 

ds^ = 



[/(a-h mç) -+- nv]^ 
L'équation des cercles géodésiques (^)esl alors a-f-m^'^const.; 



GOURBÏS ORTHOGONALES ET ISOTHERMES. 6 

on en conclut d'abord que Tlnclinaison u de ces cercles sur les 
lignes coordonnées ne varie pas quand on passe d'un cercle au 
suivant. En outre, leur courbure géodésique est donnée par 
Téquation très simple 

\/a*-hb* a b 

1 = 1 , 

Pt Pu Pv 

a, b étant deux nouvelles constantes telles que b == ma. 

Supposons que les courbures soient assujetties à conserver un 
rapport constant (/i = o), on aura alors 

«A H- bB =o, 

t sera une fonction de bu — at^; le ds^ pourra s'écrire 

ds^=f{bu—av){du'^'+- dv*). 

La surface est donc applicable sur une surface de révolution ; 
les lignes i«=:const., (' = const., sont alors des loxodromies, 
comme on le voit immédiatement en faisant la transformation 



bu — ap = Ml ya* -H 6*, 

^ du'^ H- dv^ = du\ ■+- dv\. 

au-\- bv = Çi \/a* H- b^, 

Les lignes Çi = const. sont alors les méridiens. 

En résumé : 

Pour qu'une surface admette deux familles de lignes iso- 
métriques dont les courbures géodésiques soient dans un rap- 
port constant, il faut et il suffit qu^elle soit applicable sur une 
surface de révolution. Il y a alors une infinité de systèmes de 
lignes répondant à la question; toutes ces lignes sont des 
loxodromies, et V inclinaison sur les méridiens reste la même 
pour toutes les loxodromies d^une même famille. 

Remarque. — Dans le cas actuel les lignes (^) coïncident avec 
les parallèles; dans le cas plus particulier où le méridien est une 

tractrice, les deux courbures — > — sont séparément constantes 

' ^ pu Pv ^ 

pour chaque système de lignes (w, v). 

IfL Forme de Liouville. — Si l'on veut que l'expression de 
l'élément linéaire, dans notre système de coordonnées, ait la 
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forme de Liouvîlle, il faut identifier les deux expressions 

(7) (AM^Bi> + C)« = .g-^, 

U étant une fonction de e/, V une fonction de v. DifTérentions 
par rapport à u, puis à v^ en tenant compte de la condition (2), 
nous aurons 



(AM4-Bi^-hC)3 (Aa-+-Bi>-f-C)» 

DifTérentions, de la même manière, la première de ces équations 
par rapport à i', nous aurons successivement 

A'^(A«* + Bi;M-C)=3AB, B'H-CA'a-hBV-hC)^ = 0, 

et, enGn, 

(9) (AM-+-Bp-H-G)A'B'-T-3AB(A''w4-B''p-f-C'')=o. 

Cette équation de condition est, comme l'équation (2), linéaire 
par rapport ku q\s;\ ces deux équations doivent nécessairement 
se confondre, car si elles étaient distinctes, on pourrait, en élimi- 
nant /, obtenir une relation constante entre 2/ et i> qui sont deux 
variables indépendantes; si donc nous écrivons que les rela- 
tions (9) et (2) sont identiques, nous aurons, pour déterminer A, 
6, C les deux équations 

^'^^ AG'-CA' ~ BG'—GB' ~3AB' 

Eliminons C, nous aurons 

A b'^— b A" _ a/b; 

AB'— BA' " 3AB' 

équation qui s'intègre deux fois et donne, en appelant m, n deux 
constantes, 

(11) B3=mA3-h/i. 

La solution s'achève sans difficulté. Nous distinguerons deux cas ; 
1° M = o. Les courbures — > — sont proportionnelles, la sur- 
face est applicable (§ II) sur une surface de révolution, le ds- est 
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de la forme 

(12) ds^ =i {au-{- bv){du^-hdv^). 

Les lignes aw-f-6(' = const. sont les parallèles, b^ — au= const 
sont les méridiens; on a, d^ailleurs, 

1 a I — b 



^"' i{au-^bvY ^*' i(au->rbvy 

On en conclut aisément, pour la courbure géodésique du 
parallèle, 

i /a' -h 6* 



(i3) 



T 1 

i{au -\- bvY 



en désignant par T la tangente au méridien, limitée à Taxe de 
révolution; d'autre part, l'arc du méridien s'obtient aisément, si 
nous faisons 

u z. o j • ^ • û?a»-i-û??« 
aw 4- 6p = a, bv — au = p, aa* -h dv^ = — rr- • 

Il vient 

ds^ = (aw -h ôp) ( — : 7-^ I = a — ; rf- • 

^ ^ \ a» -t- 6« / a« + 6« 

L'arc (7 du méridien est donc 



I » 



ou, en intégrant, 



/a* -4- 6* 



•2 a* 



(i4) cj= - -—-—H- A, 

A étant une constante ; si nous éliminons a entre les équations (1 3) 
et (i4) nous aurons 

(i5) T=3<i-+-^, 

k étant une autre constante. C'est la relation qui définit le méri- 
dien. 

2" Solution, — Revenons à Téquation (11); en supposant 
/î ^z^ o, mettons-la sous la forme 

(iT) (aA)»-(6B)3 =1. 
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La relation constante ent^e les courbures est alors 

(s)'-(^)'=- 

Reste à trouver la forme du ds-. On voit d'abord qu'on peut 
supprimer la fonction (C). En effet, cette fonction est déterminée 
par l'une des équations (lo), linéaire et du deuxième ordre; elle 
admet évidemment les deux solutions C = A, C = B ; ces deux 
solutions sont d'ailleurs linéairement indépendantes, d'après 
l'équation (16). Donc C est nécessairement de la forme /w A + /iB, 
m, n étant constants; on a alors 

AM-t-B«?-hG = A(ii-+-m)-HB(p-t-/i), 

et le second membre devient homogène par le changement de 
coordonnées W| =M + m, ç', z=ç-\-nj qu'on a toujours le droit 
de faire. Dans ces conditions nous aurons 



(Aw-h Bv)* 



avec la condition A' w -f- BV = o. 

Ceci posé, différentions (i 1') et remplaçons-y A' et B'par ç et 
par — u ; nous avons alors 



d'où 



(aA)» __ (bBy __à^ _^, 

2^ - 6* ■" c» M« ' 



_1 



et, enfîn, 

(17) ^**=(^'-S)('^"*"^^^'^- 

En résumé : 

Les seules formes de Liou^ille pour lesquelles les lignes 
coordonnées ont leurs courbures géodésiques fonctions l'une de 
l'autre, sont 
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Remarques, — i" Nous avons laissé de côté le cas où la condi- 
tion (9), au lieu de coïncider avec la condition (2), se réduirait 
d'elle-même à une identité. Les fonctions A, B, G seraient alors 
définies par les équations 

A'B'-- SBA" = A'B' -+- 3 A'B = C A'B' + 3 ABC = o. 

Or, on voit immédiatement que si Â n'est pas constant, comme 
on peut alors prendre A pour variable t^ B est constant d'après la 
première équation; la dernière donne alors pour t une fonction 
linéaire, et la seconde est vérifiée d'elle-même. On a donc 

m, n^ p étant des constantes. Mais l'équation (2) donnerait alors 
u-\-n= o, ce qui est impossible* On n*obtient donc ici aucune 
solution de la question proposée et les formes écrites plus haut 
sont bien les seules qui y répondent. 

2° Les cercles géodésiques t = const. ne présentent ici aucune 
particularité intéressante; l'équation qui donne leur courbure 
géodésique est assez compliquée; c'est la suivante 






9t 



vW^) 



En revanche, tout ce qui se rapporte aux lignes géodésiques est 
très simple dans le cas où le ds^ a la forme (17). On peut, en efl'et, 
intégrer deux fois l'équation des lignes géodésiques et l'on ob- 
tient, en termes finis, l'intégrale suivante, contenant deux con- 
stantes arbitraires, 

V^/ii* a* — m' -+- /(^* — m' b* = n. 

La forme, algébrique et relativement simple de cette intégrale 
permet de résoudre un grand nombre de questions concernant les 
lignes géodésiques. On peut se proposer, par exemple, de trouver 
l'enveloppe des géodésiques normales à une ligne v = const. ; on 
trouve ainsi, presque immédiatement, une équation du quatrième 
degré très simple, en u et v. Nous laisserons de côté ce genre de 
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questions, lotit à fait étrangères à celle que nous nous sommes pro- 
posée et que nous allons chercher à résoudre d'une façon complète 
dans le cas des surfaces à courbure totale constante. 

IV. Surfaces à courbure totale constante. — Cherchons 
d'abord les systèmes de courbes (w, v) pour lesquelles il y a, entre 
les courbures, une relation linéaire. Nous savons que le ds'^ est 
alors donné par la formule du paragraphe II, savoir 

ds^ = 



[<p(aa 4- bv) -h mvY 



Or, si nous calculons la courbure totale, soit par la formule de 
Gauss, soit par notre formule (4), nous trouvons 

11 est bien évident qu'une pareille identité ne peut avoir lieu 
pour toutes les valeurs de v et de au + bv que si my' = o...Or, 
qu'on annule m ou cp", on reconnaît immédiatement que dans les 
deux cas la surface est applicable sur une surface de révolution; 
la relation linéaire devra alors se réduire à la proportionnalité; de 
là une première solution : 

On considère une surface pseudosphérique de même cour- 
bure totale que la proposée, et Von trace sur cette surface 
deux familles de loxodromies orthogonales ayant toutes, pour 
une même famille, la même inclinaison sur les méridiens; si 
Von applique alors la surface pseudosphérique sur la pro- 
posée, ces deux familles de courbes se transformeront en deux 
systèmes («/, v) répondant à la question (*). 

Pour obtenir les réseaux pour lesquels la relation ne serait pas 
linéaire, considérons l'équation (4) 

(4) (A'»-i-B'2)(AM-f-Bp-hG)4-/A«H-B2-4- ~-^\ {k" u-^W v -^C'') = o, 



( *) J'appelle ici pseudosphérique toute surface de révolution à courbure totale 
constante, les mots sphère et pseudosphère étant réservés au cas où le méri- 
dien est un cercle ou une Iractrice. 
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en y supposant ô-tt- constant. Nous pouvons d'abord chercher à 

rendre cette relation identique; mais on voit alors immédiatement 
que cela ne peut se faire qu'en supposant A et B tous deux con- 
stants; on obtient donc ainsi les systèmes formés par les loxo- 
dromies de la pseudosphère; c'est un cas particulier de ceux que 
nous avons obtenus plus haut. 

Il faut donc écrire que la relation (4) se réduit à une identité 
en vertu de V équation (2). On obtient ainsi les équations de 
conditions suivantes, dont deux seulement sont distinctes, 

AÎ+B2 



^ "^ AC— GA' ~ BC'— CH' ~ AB'— BA' "" A'2 -h B'2 

Supposons qu'on ait trouvé un système de fonctions A, B, satis- 
faisant aux conditions données; i^une ou l'autre des équations (18) 
fournira alors C par une équation linéaire du deuxième ordre; 
puisque, par hypothèse, il n'y aura aucune relation linéaire entre 
A et B, C sera nécessairement de la forme m A + /iB, m et n étant 
constants. Mais alors on verra, comme précédemment, que cette 
fonction C peut être supposée nulle. L'équation (2) montre alors 

que t est une fonction de - ; il en est donc de même de A et de B ; 

en d'autres termes, le dénominateur du ds- est le carré d'une 

fonction homogène et du premier degré, u et ç>. 

Comme nous pouvons remplacer/ par une fonction quelconque 

de ce paramètre, nous supposerons qu'on aiit i^4-(^/ = o. En outre, 

nous introduirons, au lieu de A, B, une seule fonction H(^), en 

posant 

A = -H', B = H — 117. 

Dans ces conditions, l'équation (2) sera vérifiée d'elle-même, et 
il suffira d'intégrer la dernière des équations (18), la seule d'ail- 
leurs qui subsiste. Or on a 

(19) A' = - H", A'' = - H'% B'= - 117, B" = - H "7 - H', 

et l'équation (18) devient, après la suppression du facteur H'', qui 
correspondrait aux solutions déjà obtenues, 

(20) (ii'2__nir)(,^_f2) + n2— 211117 4- rrV = »• 

Kl 11 2 
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Remarquons enfin que A w -|- Bi' 4- C se réduit ici à 

— H'(M-+-W)-i-Hv, 
c'est-à-dire à Hi', en sorte que le ds^ est alors 

f^O '''=— Hîïï — 

Pour intégrer Téquation (20) nous poserons 

H'__ H-« -> HH' 

H - "» H« 

d'où, en substituant, 

(22) H«[(l-h/«)0'-+-2ei— l] = 



Prenons les dérivées logarithmiques 

e'^(i4-<«)-h4e'^H-20 _ 
^ "*" (i + <«)e'-f.2e^— I ~''» 

ou encore 

(i -+• f«) (2ee'H- e") -h 4 /(e'-h e«) = o, 

équation qui s'intègre immédiatement et donne, en appelant II une 
constante, 



(23) 0«-f.0' = 



(i-f-/«)« 



Equation de Riccati : on voit immédiatement qu'elle admet la 
solution 

et, si l'on fait la substitution, 

on obtient, pour déterminer X, l'équation linéaire 

., . t-hh 

A'= 2 A -h I, 

dont l'intégrale générale est 

(24) X = /l(l-f-^«)c2/'"C»5'— — ~, 
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n élant une nouvelle constante; d'où enfin la valeur de 

t ->e- h 1 7. h 



(25) = 



I -H ^« "^ J -f- i« yOgJAarclg/ — j ' 



p étant une autre constante. Une fois 6 obtenu, on en déduira H, 
sans intégration, en raison des équations (22) et (23). On trouve 
ainsi 

Nous écrirons pour plus de symétrie, en appelant A, nij /?, q 
quatre constantes quelconques, 

(26) H = -!- / 1 -H /« {pe-f^^^ »»' H- q c'*»'c i»' ). 

La question est maintenant complètement résolue. On a, en 
effet, 

( -i- = — A = H' = — ' [p{t — A)e-'*«''c»8' -H y (^ -+- /i)cA«rcig/]^ 

-î- = B = H - H'/ = — ' [/?(i -H f/i) e-'»"cigf _|_ ^(, _ M)e'*"^*ff<]. 

Pf /iî/a*H-i'* 

Le rf^^ est alors, en remplaçant t par et en se reportant à 

Téquation (25), 



(28) </*« = 



/ +Aarcls- -Aarcig-V "* "^ ^* 



La vérification est immédiate: les formules (27), donnant — et — 

' ^ '^' Pu Pi' 

on fonction d'un même paramètre, montrent bien que ces deux 
courbures sont fonctions Tune de Tautre. On trouve d'ailleurs, en 
appliquant les formules générales. 

Remarque, — L'inclinaison i des cercles géodésiques {t) sur 
les lignes v = const. est donnée par l'équation 

cost-h t sint = o. 



12 DEMARTRES. 

On en cohclut îmniédialemenl, pour la courbure géodésique de 
ces cercles, 

(3o) = ! 

?t pu Pv 

En résumé : 

En dehors des solutions fournies par les loxodromies d^une 
surface pseudosphérique, la solution la plus générale sera 
donnée par la formule {i%)^ oiip^q^ m, h sont quatre constantes 
vérifiant d^ une manière quelconque la relation (29): 

V. Surfaces développables, — Le cas particulier des surfaces 
développables donne des résultats simples : on doit d'abord con- 
sidérer les courbes correspondantes à des loxodromies orthogo- 
nales sur lin cône de révolution, il est évident que ce système se 
transformera en deux familles de spirales logarithmiques or- 
thogonales et de même pôle; la forme correspondante du ds^ 
est alors 

(Si) rf^î = a« e* ('««+«»') ( du^ -h dif^ ). ' 

Les courbures sont alors dans le rapport constant de m à n. 

En dehors de cette première solution, on aura toutes les autres 
en annulant, dans la formule (29), l'une des constantes A, /?, q. 
On trouve ainsi deux formes très dlflTérentes de ds^^ savoir : 

1° /* = o. Si l'on fait = a, on a 

(32) ds^ = a^ — — • 

w* H- i^2 

La loi des courbures est alors . . 



(33) 



2 



- + - =- 

?u/ \pj a 



2 



• 



Quant aux cercles géodésiques, qui sont ici des cercles plans, 
^=const., leur rayon est égal à a; il est donc le même pour tous 
ces cercles. Nous verrons plus loin quelle est la nature des lignes 
(w, v) qui forment le réseau isotherme. 
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2" g =z o. Si l'on fait — = a, il vient 

P 

(34) ds^ = a^e "^ { — ) . 

Les courbures sont liées par la relation 

-\- h^ —i/iarclg- 



(s)'-(^)"=^ 



Enfin la courbure des cercles t = const. est 



I h — /iarclg- 

— = e ", 

pt Ci 



En résumé : 



Les ds^ plans qui répondent à la question sont donnés par 
les formules (3i), (82), (34). Dans le premier cas, les cour- 
bures sont proportionnelles; dans le deuxième et le troisième^ 
elles sont liées entre elles comme les coordonnées d^un point 
qui décrirait un cercle ou une spirale logarithmique, ayant 
l'origine pour pôle. 

VI. Détermination des réseaux (m, v) dans un système donné 
de coordonnées. — Lorsqu'on a obtenu, comme nous venQns de 
le faire, une forme de ds- remplissant les conditions énoncées, il 
reste à voir comment les réseaux obtenus se rattachent à un sys- 
tème particulier de coordonnées, pris pour système de référence. 
Si, par exemple, il s'agit de surfaces applicables sur la sphère, on 
peut demander l'équation des lignes (w, v) par rapport aux mé- 
ridiens et aux parallèles d'une sphère sur laquelle on aurait ap- 
pliqué la surface. Dans le cas du plan on peut chercher l'équa- 
tion du réseau qui répond à l'une des trois formes trouvées, en 
coordonnées cartésiennes ou en coordonnées polaires. Nous don- 
nerons une méthode générale pour traiter cette partie de la ques- 
tion, et nous en ferons l'application seulement au cas des surfaces 
développables, pour lesquelles on arrive, comme nous le verrons, 
à des résultats particulièrement simples. 

Désignons par (a, P) les coordonnées de référence que nous 
avons le droit de supposer, elles aussi, orthogonales et isothermes. 



l4 DBMARTRES. 

Si Ton veut identifier les deux formes du ds* 

p(du^ -4- ûfp«) = g^{d%^ H- û?p«) 

on sait qu'il faut prendre pour adie^ une fonction analytique 
de 1/ ± 2V. Supposons par exemple qu'on ait 

Si nous difTérentions Téquation 



* \du du J 



par rapport à u^ Vy et que nous tenions compte des relations né- 
cessaires entre les parties réelle et imaginaire d'une fonction mo- 
nogène, nous aurons 

g'^ du g^ du du du* du du* 

gt ^ç gi ^ç ^11 ^11% du du*' 

d'où 

g* \du dv I g^ \du dv)'^ \du du) \du* du*)' 

Mais on a 

p» du p„ dv pa t)a pp dp' 



( 

D'où l'on conclut 



aw du) ' g* 



\Pi* 9v/ <P \pa Pp/ 

Si l'on avait, au contraire, 

on aurait 

(36') f(L^L\^%^^^g[±^L\ 

-^ \?u p^/ ^' ^^Vpa pp/ 

Si, enfin, 

a — j'P = tîî(m —■ îV), 
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il faudra se servir de la formule 

Voici maintenant comment il conviendra d'employer les for- 
mules (36). Ayant déterminé la forme du ds^ en coordonnées w, v^ 
on choisira le plus simplement possible le système de référence a, ^ ; 
on substituera alors dans le premier membre les valeurs de f^ 

— 9 — en fonction de w, v\ dans le second membre, les valeurs 

pit p^ ' ' 

de ^, —> — en fonction de a, p. L'une des équations (36) de- 
viendra alors une équation diflerentielle déterminant la fonction ^ , 
ou ^, ou Ts. On intégrera cette équation, et, connaissant alors 
la relation entre a±/p, u±iVy il suffira d'égaler les parties 
réelles et les termes purement imaginaires pour avoir les équations 
cherchées. 

Prenons comme exemple le ds- plan donné par la formule (32) 

ai -I- çt 
On a ici, en posant u -h 'V = JJ, 






Si nous prenons, pour coordonnées a, p, des coordonnées car- 
tésiennes x^y^ la formule (36) donne 






? 
d'où, en intégrant une seconde fois et remplaçant o par ^ 4- iy^ 

U -»r iv = {p -^ q i) c'"^-'". 

On voit aisément que les équations des lignes coordonnées sont 
alors 

-Y y 

c^cos T- = const., c*sin 7- = const. 
k k 

Comme second exemple, prenons le ds^ de la formule (34) 

ds^^a^ -— e *'. 

M« -t- P» 



]6 DBXARTRBS. — COrRBF.S ORTHOGONALES ^T ISOTHERSIES. 

On trouve ici 



/( 1 ) = -T , ( 4 — A) = (« — /# ) ; = — 

\?u Pif/ u^-hv^ ^t>— a* 



i -{- hi 

"T~' 



Il faudra donc appliquer ici la formule (36) en regardant a + /|3 
comme une fonction de u -f- <V; on obtient ainsi 

cp* I -h hi 
D'où, en intégrant deux fois et appelant/?, g, r des constantes, 

x-^ iy = {p-+- qi) Ç-/«' -^- r = (/? -f- y «) ( m H- iV )-'*'. 

On peut encore écrire 

tt H- /p = (m -f- ni) {x -h «y )'*'. 

Les valeurs de // et v en fonction de x^ y s'en déduisent immé- 
diatement, mais sont assez compliquées. Le réseau considéré est 
d'ailleurs déterminé d'une façon très précise par la condition d'être 
orthogonal, isotherme et par l'équation si simple à laquelle satis- 
font les deux courbures géodésiques. 
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